Capitulo 3

Estatica

3.1. Concepto de tensiéon: vector tension

Consideremos un soélido en equilibrio en su configuracién actual. Si se
divide en dos partes cortdndolo mediante una superficie cualquiera, cada
una de las dos partes considerada como sélido libre debe estar en equilibrio.
Para ello es necesario que existan unas fuerzas internas actuando sobre la
superficie del corte. Estas fuerzas de superficie equivalen a la actuacion sobre
cada punto de la superficie de un vector tension que se introduce de forma
axiomética mediante el Principio de tension de Fuler—Cauchy. Para ello se
define en el entorno de un punto x una sucesion de entornos de superficie
decreciente {A,,}. La resultante de las fuerzas sobre cada recinto es F', y el
momento resultante respecto a  es M,

Fy,

lim — = t(x,n,t) (3.1a)
M,

lim =" =0, (3.1b)

n
donde t(x,n,t) es el vector tensién, que depende del vector normal = a la
superficie de corte en el punto . Por tanto ¢ Unicamente depende de este
vector, y es el mismo para todas las superficies de corte cuyo plano tangente
en x es n. Si se relaja la hipétesis (3.1b) se desarrolla la teoria polar que se
emplea en los problemas de electromagnetismo.

Por otra parte, del principio de accién y reaccién se deduce que

t(x,—n,t) = —t(x,n,t).

3.2. Foérmula de Cauchy: tensor de tensiones de
Cauchy

Consideremos el equilibrio de un tetraedro elemental en el entorno de un
punto situado en x con tres caras perpendiculares a los ejes coordenados y
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una cara inclinada definida por su normal n. La ecuacién de equilibrio de

-2 A4,

Figura 3.1: Fuerzas sobre un tetraedro elemental

fuerzas sera
tAA—t' AA —t? AAdy — P AAs + BAV = 0.

El ultimo término se puede escribir en funcién de la altura del tetraedro
AV =1/3hAA, es de un orden de magnitud superior al resto y tiende a 0
en el limite. Por lo tanto cuando A — 0

tAA =t AA + 12 AAy + 5 AAs. (3.2)

La relacion entre las areas de las caras del tetraedro se obtiene aplicando
el teorema del gradiente al tetraedro elemental, con una funciéon constante

=1

0:/ VodV =] ¢ndA
%4 ov
=nAA- ’il AAl - ’ig AAQ - ’i3 Az437
luego
AA; =n1 AA
AAQ =N AA
AA3 =ng3 AA.

C. LAZARO INTRODUCCION A LA MECANICA DE SOLIDOS



CAPITULO 3. ESTATICA 3-3

Sustituyendo en (3.2) y simplificando dA resulta
tix,n,t)=t'n +t?ny +t3n3 = [t' t* *]n=o(x,t)n. (3.3)

Se puede observar que o(x,t) es un tensor definido en la configuracién ac-
tual. Las columnas del tensor son los vectores tensién que actian sobre las
caras positivas de un elemento diferencial de volumen orientado segin los
ejes coordenados. o es el denominado tensor de tensiones de Cauchy.

3.3. Ecuaciones de equilibrio

Las demostraciones contenidas en esta seccién se basan en la referen-
cia [3] en el caso estético; se elimina pues la variable ¢.

3.3.1. Equilibrio en el contorno

Si OV es la expresién que denota el contorno del sélido, y £ es la fuerza
de superficie que actua en cada punto del contorno del sélido, entonces a
partir del principio de acciéon y reaccién, y de la féormula de Cauchy
(3.3) se cumple

t=0on en OV, (3.4)

expresion en la que n es el vector unitario normal al contorno, y o se evalia
en los puntos del contorno. En componentes

= g%np, en OV.

3.3.2. Equilibrio interno

El principio de conservacién del momento lineal (1.2), junto con
el resultado anterior, permite deducir las ecuaciones de equilibrio interno.
Introduciendo la ecuacién de equilibrio en el contorno en la ecuacién de
conservacién del momento lineal en el caso estatico (v = 0) se obtiene

O:/de—i-/ fdA:/de—i-/ ondA
1% oV v oV

Trabajando en componentes y aplicando el teorema de la divergencia se
cumple

ab
o:/badv+/ aabnbdA:/b“dV—i— A
1% ov 1% v Oz

para un volumen arbitrario, por tanto

ao.ab

— 4+ 0" =0 o bien dive+b=0 en V.
ozt
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3.3.3. Simetria del tensor de tensiones

A partir del principio de conservacién del momento angular (1.3)
se deduce la simetria del tensor de tensiones de Cauchy

c=o'. (3.5)

Partiendo de la ecuacién (1.3) en el caso estatico (v = 0) y empleando la
ecuacién (3.4)

O:/V(a:><b)dV+/aV(a:xf)dA:/V(wxb)dV—l—/av(acxon)dA.

Trabajando en componentes, aplicando el teorema de la divergencia y ha-
ciendo uso de la ecuacion de equilibrio interno se tiene

0= / et bt dV + / e ™ 0 n; dA
v v

) 4
— a myn g a (2 d
/Vemn:c V+/V€m"3x3(x o) dvV

= e ™ (aan.j + b") av + [ €% &M o™ dV
v mn O v mn? j

_ a nj
/ €0 dV,
1%

. . a : . ’7:
para un volumen arbitrario. Luego e 0" =0en cualquier punto del sélido,

a

y teniendo en cuenta la definicion del tensor de permutacion e jn> S€ obtiene

el resultado buscado (3.5).

3.4. Estado tensional en el entorno de un punto

3.4.1. Tensiones y direcciones principales

La solucién del problema de valores propios

[c—al]ln=0 (3.6a)
n'-n=1 (3.6b)
proporciona las tensiones principales, que ordenadas de mayor a menor
se denotan o1, 02, o3 (en muchos textos los subindices son nimeros roma-
nos). Los vectores propios correspondientes a cada tensién principal definen
las denominadas direcciones principales de la tensién, n;, ng, ns. El
tensor de tensiones admite, por tanto, la siguiente expresién en el sistema
de referencia cartesiano
o1 0 07 [n]
L
o = [’I’I,l o ’I’Lg] 0 g9 0 ny | . (37)
0 0 o3] |nd
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Los invariantes del tensor o se denotan I,, I1,, I11,,y el polinomio carac-
teristico para el calculo de las tensiones principales es

P+ I,0? — I, a+ 111, =0. (3.8)

3.4.2. Componentes intrinsecas de la tension

El vector tensién t se puede descomponer en una componente en la di-
reccién normal y otra contenida en el plano sobre el que actia el vector

= Tension normal

tT T

opb=t'n=non

Para calcular las direcciones en las que se dan los valores extremos de
la tensién normal (o componente normal de la tensién) buscaremos los
extremos la funcién o,(n) con la restriccién de que el médulo de n
sea igual a 1. Este problema se resuelve empleando un multiplicador
de Lagrange «. La funcién objetivo es, por tanto,

f=nTon—an’-n-1).

Los extremos se obtienen igualando a 0 las derivadas de f respecto a
nyao

dff/on=20n—-2an=0
of jda=n"-n—1=0,

expresiones que coinciden con el planteamiento del problema de valo-
res propios de o (3.6). Por tanto, los extremos de la tensién normal
se producen en las direcciones principales; la maxima tensién normal
coincidird con o7 y la minima con os.

= Tension tangencial
T=Vtt—o0,2

La méxima tensién tangencial es Typae = % (o1 — 03) y aparece sobre
planos perpendiculares a las bisectrices de las direcciones principales
1 y 3, definidos por los vectores normales n = :l:% ny £ %ng. La

referencia [1] incluye una demostracién de este resultado.

3.4.3. Tension normal media

Se define como el promedio de las componentes normales de la tensién
que aparecen en todas las direcciones posibles en el entorno de un punto, y
se calcula tomando el limite del promedio de éstas sobre una esfera, cuando
el radio tiende a 0.

1
lim | n'o ndA.

a. = —_—
m 47r? +50 A
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Se puede demostrar que
om == I,. (3.9)

3.5. Tensor desviador de tensiones

El estado tensional de un punto en el interior de un fluido en reposo
se denomina hidrostdtico, y se caracteriza por la igualdad de las tensiones
principales y por el hecho de que cualquier direccién del espacio es principal.
Por lo tanto, si la presién hidrostatica es o, en cualquier sistema de referencia
el tensor se expresa asi

oc=ol

Consideremos ahora un estado tensional cualquiera. Si oy, es la tension nor-
mal media correspondiente a ese estado, entonces el tensor o, I representa
la fraccion hidrostdtica correspondiente a ese estado. En el capitulo siguien-
te se mostrarda como esa fraccién hidrostatica es la responsable del cambio
de volumen en el entorno del punto. Si restamos o, I del tensor de tensio-
nes obtendremos la fraccién del estado tensional que produce distorsién sin
cambio de volumen. Esta parte del tensor se denomina tensor desviador
de tensiones:

c =0—0nl (3.10)

Si se calculan los valores propios del desviador aplicando la definicién ante-
rior
[0 —cI]ln=0
(60— (om+0)I]n=0,
se llega a la expresiéon que proporciona los valores propios del tensor de
tensiones. Por tanto, los vectores propios del desviador también se orien-

tan segun las direcciones principales de la tensién, y la relacién entre las
tensiones principales y las tensiones principales de desviacién es

o1 = 0m + 0y (3.11a)
0o = Om + 0y (3.11b)
03 = 0m + 0’;,. (3.11c¢)

Calculo de las tensiones principales a partir del desviador

El tensor desviador proporciona un método préctico para el calculo de
las tensiones principales cuando no es posible factorizar directamente el
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polinomio caracteristico. Para ello notaremos que el primer invariante
del desviador se anula siempre, por definiciéon

/ 1
I, =tro :trG—Sam:Ig—SgL, =0.
Por tanto, el polinomio caracteristico del desviador es
'3 —1II,0 +1II, =0. (3.12)

Haciendo el cambio de variable o' = pcos@ y dividiendo por p? resulta

II . II7
cos® 0 + —2— cosf — 3"
p

=0. (3.13)
Esta ecuacién se puede comparar con la identidad trigonométrica
3 3 1
cos” 0 — 1 cosf — 7 o8 36 = 0. (3.14)

Para que la ecuacién caracteristica se cumpla es necesario que los coefi-
cientes de ambas ecuaciones sean iguales. Entonces

4
p=\/-3 11, (3.15a)
117
cos 36 = p3U . (3.15b)

Escogiendo tres soluciones de 6 para la segunda ecuacion y deshaciendo
el cambio de variable se obtienen las tres tensiones principales de des-
viacién. Las tensiones principales resultan finalmente de las ecuaciones

(3.11).

3.6. Representaciones geométricas del vector
tension

A partir de la férmula de Cauchy t = o n escrita en ejes principales,
y de la condicién n’n = 1, es posible eliminar las componentes del vector
normal y obtener la siguiente relacion geométrica entre las componentes del
vector tensién en ejes principales
(N G I G
5t 5t 3
o1 orr orrr

=1. (3.16)

Esta es la ecuacién de un elipsoide, que se denomina elipsoide de tensiones
de Lamé cuyos ejes coinciden con los ejes principales. La longitud de cada
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semieje es igual al valor absoluto de cada tensién principal. El elipsoide es
el lugar geométrico de los extremos de los vectores tension en el punto que
se estudia, sin embargo no ofrece ninguna relacion con las componentes del
vector normal al que se corresponde cada vector unitario. Para obtener este
tipo de relacién es necesario recurrir a otra construccién ideada por Cauchy:
la denominada cuadrica de tensiones de Cauchy. La deduccién de sus
ecuaciones se puede consultar en la referencia [2, seccién 3.9].
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